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摘　要：二维圆弧型井眼轨道是常规定向井、水平井轨道设计优先考虑的剖面类型，应用比较广泛。 但是由于井段
组合形式很多，并且对于同一种井段组合还有很多种未知数求解组合，推导每种井段组合和求解组合情况下的解
的计算公式的工作非常繁重和复杂。 研究了任意井段组合和任意求解组合的通解问题，发现井眼轨道设计问题的
约束方程组可以化归成线性代数方程组或者 ４种典型方程组之一；得到了 ４ 种典型方程组的实数解的计算公式，
并给出了有实数解的判别条件。 对于二维圆弧型井眼轨道设计问题的基础理论研究和计算机软件开发都有重要
的意义。
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井眼轨道设计是钻井的首要环节，在设计时应
根据油藏的构造特征和油气产状，以有利于提高油
气产量和采收率为目标。 在满足钻井目的要求的前
提下，应尽可能选用形状简单、易于施工的井眼轨
道，减少井眼轨道控制的难度和工作量，从而实现安
全、优质、快速、低耗钻井。 根据上述的井眼轨道设
计原则，在没有特殊要求的情况下，井眼轨道一般都
设计成二维的，即设计轨道位于给定方位上的铅垂
平面内［１］ 。
二维井眼轨道主要以圆弧型轨道为主，即井眼

轨道由多个井段光滑连接而成，其中井段可以是稳
斜段（直井段和水平井段可看成其特例），也可以是
增斜段或降斜段；增（降）斜段为一段圆弧，因此统

称为圆弧井段。 二维圆弧型井眼轨道广泛应用于各
种定向井、水平井设计中，对于常用的轨道类型，如
定向井的 Ｊ形剖面和 Ｓ形剖面，水平井的双增剖面、
三增剖面等，已经建立了解析求解公式。 但是由于
稳斜井段与圆弧井段的组合形式非常多，而且对同
一种井段组合要求解的未知数还有许多种不同的组

合，如果对每种组合都建立一套求解公式，将是非常
繁重的工作。 因此，追求通用的求解公式或方法，引
起了很多研究者的注意［２ ～４］ 。

1　前人研究成果综述
最早求解二维轨道设计问题时，总是针对某个

具体的轨道类型进行求解，并且针对每个具体设计
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问题都能推导出解的解析计算公式。 随着实际钻井
设计问题中涉及到的剖面类型越来越多，以及开发
轨道设计计算机程序的需要，人们希望找到一种通
用的方法来求解任何剖面设计问题。

通解是针对特解而言的，我们把针对每个具体
剖面设计问题的解称为特解，而把适用于每种剖面
设计问题的解称为通解。 实际上，在求通解时，总是
将某些具有同样特征的剖面设计问题归为一类，给
出这类问题的统一解法。
鲁港

［２］
最早发现，在各种井段组合情况下，如

果 ２个未知数都是井斜角，或者一个未知数是井斜
角、另一个未知数是稳斜段长度，则二元方程组都可
以归结为 ２种形式相同的三角方程组，并给出了解
的解析计算公式。 崔红英等［３］

给出了计算稳斜段

长度和井斜角的“通用”公式，但是由于不能涵盖所
有的圆弧型剖面，因此其方法不具有普适性。 唐雪
平等

［４］
对于五段制“直 －增－稳－增（降） －稳”型

井眼轨道的 ２８种不同求解组合给出了计算公式，但
是对于象“直－增－增（降） －增（降） －增（降）”这
样的其他类型井眼轨道的不同求解组合并没有给出

计算公式。 刘修善等［１，５］
研究了任意井段数的二维

圆弧型井眼轨道设计问题的通用方法，在其解析设
计方法中，按照未知数的不同组合，将设计问题的求
解化归成 ６类求解组合。 然而，无论是在其专利说
明书［５］中，还是在其专著［１］中，都没有 ６ 类求解组
合的具体求解过程或解的计算公式，而是仅仅指出
“毫无疑问，根据约束方程，可以推导出上述 ６ 类求
解组合的全部解”。 尽管文献［１，５］的研究成果可
能是目前解决二维圆弧型轨道设计问题的最好的、
最普适的方法，但是由于没有公布方法细节，按照国
际惯例，二维圆弧型轨道设计问题的通解问题仍是
一个未被彻底解决的问题。

本文根据二维圆弧型轨道设计问题的求解变量

的 ６种不同组合，将设计约束方程组归结为线性代
数方程组和 ４ 个标准形式的方程组，并给出了这 ４
个标准形式方程组的解的解析计算公式，从而为二
维圆弧型轨道设计的通解问题给出了一个完满的答

案。

2　二维轨道设计问题
在本文公式中，长度量纲参数的单位为米，角度

单位为弧度，不再赘述。
二维圆弧型轨道是设计方位面上的连续光滑的

分段曲线。 每个井段可以是稳斜井段或圆弧井段

（增斜段或降斜段），稳斜井段与圆弧井段或者圆弧
井段与圆弧井段在它们的公共点相切。
井眼轨道上任意点的井斜角记为α，垂深记为

Z，水平位移记为 S，井深记为 L；圆弧井段的曲率记
为 K。 假设井段个数为 N，从 １ 开始编号；井段端点
共有 N＋１ 个，从 ０ 开始编号。 第 n 个端点处的参
数其下标记为 n，例如 Zn 是第 n个端点的垂深。 与
第 n个井段有关的参数其下标记为 n，例如，第 n个
井段的段长为ΔLn。 符号Δ总是表示 ２个下标隔为
１的变量的前向差 Δηn ＝ηn －ηn －１，符号 Δ′表示 ２
个下标相隔为 ２ 的变量的前向差Δ′ηn ＝ηn －ηn －２。
如果第 n段是稳斜段，则有αn ＝αn －１，并且：

ΔZn ＝ΔLnｃｏｓαn －１ （１）
ΔSn ＝ΔLnｓｉｎαn －１ （２）

如果第 n段是圆弧井段，则有：
ΔZn ＝Rn（ｓｉｎαn －ｓｉｎαn －１） （３）
ΔSn ＝Rn（ｃｏｓαn －１ －ｃｏｓαn） （４）

式中 Rn ＝１／Kn （增斜段），或者 Rn ＝－１／Kn （降斜
段），尽管 Rn 可正可负，仍称 Rn 为圆弧井段的半

径。
假设给定靶点的垂深为 Zt、水平位移为 St，定

义：

γｔ ＝
Zｔ

Sｔ
， γn ＝

ΔZn

ΔSn
， fE ＝γｔ －∑

N

k ＝１
k ／∈E

γｋ

其中 E 是任意给定的下标集合。 如果集合 E
的元素个数比较少，例如，E ＝｛m，n｝，常将 fE 写为
fm，n。

使用上述符号之后，二维圆弧型轨道设计问题
归结为求解下面的约束方程组：

∑
N

n ＝１
γn ＝γｔ （５）

3　归结为典型方程组
如果第 n井段和第 n＋１井段都是圆弧井段，则

在两者之间插入一个段长为 ０ 的稳斜井段，这样处
理之后，原来的井眼轨道变成稳斜井段与圆弧井段
相间的形式。 如果第 １ 井段是圆弧井段，则在第 １
井段之前插入一个段长为 ０ 的稳斜井段；如果最后
一个井段是圆弧井段，则在最后再增加一个段长为
０的稳斜井段。 于是，井眼轨道扩展成“稳斜－圆弧
－稳斜－圆弧－⋯⋯ －稳斜－圆弧－稳斜”的规范
形式，其中稳斜井段的长度可能为 ０。 井段个数为
N＝２M－１，其中 M 是稳斜井段的个数。 圆弧井段
的编号为偶数，稳斜井段的编号为奇数。
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圆弧井段半径和末端井斜角的下标为偶数；稳
斜井段的下标为奇数。

通解方法是按照不同的井段组合和不同的未知

数组合，将约束方程组化归为若干求解组合类，然后
针对每个求解组合类推导出约束方程组（５）的解的
解析计算公式。

为行文方便，简记：sn ＝ｓｉｎαn，cn ＝ｃｏｓαn，um ＝
s２m
c２m

，vm ＝
s２m
－c２m

，wm ＝
c２m
s２m

显然有：

vm ＝
１ ０
０ －１

um，　wm ＝
０ １
１ ０

um

下面按照文献［１］的思路，将求解组合分成 ６
类。 每类求解组合的解析解的计算公式是本文首先
得到的。
3．1　未知变量为α２m和α２n时

补充定义 R０ ＝R２M ＝０。 记

rm ＝R２m －R２m ＋２，lm ＝ΔL２m ＋１，Dm ＝
rm lm
lm －rm

则有：

∑
N

n ＝１
γn＝∑

M －１

m ＝０

R２m（s２m －s２m －２）

R２m（c２m －２ －c２m）
＋

ΔL２m ＋１ c２m
ΔL２m ＋１ s２m

＝∑
M－１

m＝０

R２m ΔL２m＋１

ΔL２m＋１ －R２m

s２m
c２m

＋
－R２m ０
０ R２m

s２m－２

c２m－２

＝∑
M －１

m ＝０

R２m lm
lm －R２m

um ＋∑
M －１

m ＝０

－R２m ０
０ R２m

um －１

＝∑
M －１

m ＝０

R２m lm
lm －R２m

um ＋∑
M －２

m ＝－１

－R２m ＋２ ０
０ R２m ＋２

um

＝∑
M －１

m ＝０

rm lm
lm －rm

um

所以，方程组（５）可以写成下面的形式：

∑
M －１

m ＝０
Dmum ＝γｔ （６）

对于任意给定的下标集合 E，定义：

gE ＝γｔ －∑
M －１

k ＝０
k ／∈E

Dkuk

如果集合 E的元素个数比较少，例如，E ＝｛m，
n｝，常将 gE 写为 gm，n。
可见，当未知数为α２m和α２n时，方程组（５）可以

改写成下面的形式：
Dmum ＋Dnun ＝gm，n

称上面的方程组为（Ⅰ）型典型方程组，其解的
解析计算公式见本文第 ４部分。

3．2　未知变量为α２m和 R２n时

在方程组（６）中，包含 α２m的项为 Dmum，包含
R２n的项为 Dnun 和 Dn －１un －１。 定义

Gn ＝
－R２n ＋２ ln
ln R２n ＋２

，Hn －１ ＝
－R２n －２ ln －１

ln －１ －R２n －２

则有：

Dn ＝
１ ０
０ －１

R２n ＋Gn，Dn －１ ＝
－１ ０
０ １

R２n ＋Hn －１

显然，Gn 和 Hn －１于未知数 R２n无关。
当 m≠n且 m≠n －１ 时，方程组（６）可以改写

成下面的形式：
Dmum ＋Dnun ＋Dn －１un －１ ＝gm，n，n －１

将与要求解的未知数无关的项移到等式右端，
得到：

Dmum ＋R２nδvn ＝gm，n，n －１ －Gnun －Hn －１un －１ （７）
当 m＝n －１ 时，方程组（６）可以改写成下面的

形式：
Dmum ＋Dnun ＝gm，n

将与要求解的未知数无关的项移到等式右端，
得到：

　
R２m －R２n lm

lm R２n －R２m
um ＋R２n vn ＝gm，n －Gnun （８）

当 m ＝n 时，方程组（６）可以改写成下面的形
式：

Dmum ＋Dm －１um －１ ＝gm，m －１

将与要求解的未知数无关的项移到等式右端，
得到：

　
R２（n ＋１） －R２n －ln

－ln R２n －R２（ n ＋１）
um ＋R２n vn －１

＝Hn －１un －１ －gm，n －１ （９）
称方程组（７）为（Ⅱ）型典型方程组，方程组

（８）和方程组（９）为（Ⅲ）型典型方程组。 其解的解
析计算公式见本文第 ４部分。
3．3　未知变量为α２m和ΔL２n ＋１时

在方程组（６）中，包含 α２m的项为 Dmum，包含
ΔL２n ＋１的项为 Dnun，所以，当 m≠n时，方程组（６）可
以改写成下面的形式：

Dmum ＋ΔL２n ＋１wn ＝gm，n －rnvn （１０）
当 m ＝n 时，方程组（６）可以改写成下面的形

式：
rm ΔL２n ＋１

ΔL２n ＋１ －rm
um ＝gm （１１）

方程组（１０）为前述（Ⅱ）型典型方程组，称方程
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组（１１）为（Ⅳ）型典型方程组，其解的解析计算公式
见本文第 ４部分。
3．4　未知变量为 R２m和 R２n时

记： Amn ＝ Δvm，Δvn ， x＝
R２m

R２n

这时，方程组（５）可以改写成下面的形式：
Amnx＝f２m，２n

这是二元线性代数方程组，使用标准解法［６］
求

解。
3．5　未知变量为 R２m和ΔL２n ＋１时

记： Bmn ＝ Δvm，Δwn ， y＝
R２m

ΔL２n ＋１

这时，方程组（５）可以改写成下面的形式：
Bmny＝f２m，２n ＋１

这是二元线性代数方程组，使用标准解法［６］求

解。
3．6　未知变量为ΔL２m ＋１和ΔL２n ＋１时

记 Cmn ＝ wm，wn ，z＝
ΔL２m ＋１

ΔL２n ＋１

这时，方程组（５）可以改写成下面的形式：
Cmnz＝f２m ＋１，２n ＋１

这是二元线性代数方程组，使用标准解法［６］
求

解。
从前面可知，当 ２个未知数都是长度变量时，方

程组为线性代数方程组。
综上所述，方程组（５）按照未知数的不同组合，

可以划分为 ６种求解组合，最后都归结为线性代数
方程组的求解和 ４种典型方程组的求解。

4　典型方程组的解析解
在下文中，用 a、b、c、d、e、f、β等表示已知常数，

用 x、y表示未知数。 记：
A＝a２ ＋b２ ，B＝c２ ＋d２ ，C ＝e２ ＋f２

4．1　典型三角方程
研究发现，（Ⅰ） ～（Ⅳ）型典型方程组都可以归

结为下面的典型三角方程的求解：
aｓｉｎx＋bｃｏｓx＝c （１２）

这个三角方程的解析解法在一般的高中教科书

上都有介绍，这里为了完整起见，对其解法进行简单
回顾。 当 a２ ＋b２≥c２ 且 a２ ＋b２≠０ 时，方程（１２）有
实数解。 令 t ＝ｔａｎ（x／２），利用三角公式：

ｓｉｎx＝２t／（１ ＋t２ ），ｃｏｓx＝（１ －t２ ） ／（１ ＋t２ ）
方程（１２）可以转换成一元二次方程：

（b＋c） t２ －２at＋c－b＝０
在有实数解的情况下，用二次方程求根公式求

出 ２个实数解。 再从 x ＝２ａｒｃｔａｎt 解出 x１ 和 x２。 如
果对解的取值范围有要求，还要根据取值范围对 x１
和 x２ 进行取舍。
4．2　（Ⅰ）型典型方程组的标准解法

方程组形式如下：
aｓｉｎx＋bｃｏｓx＋cｓｉｎy＋dｃｏｓy＝e
bｓｉｎx－aｃｏｓx＋dｓｉｎy－cｃｏｓy＝f

x和 y分别满足下面的典型三角方程：
（ae＋bf）ｓｉｎx＋（be－af）ｃｏｓx＝（C＋A－B）／２
（ce＋df）ｓｉｎy＋（de－cf）ｃｏｓy＝（C－A＋B）／２
有实数解的必要条件是：｜A－B ＋C｜≤２ AC，

｜A－B－C｜≤２ BC，A＞０，B＞０，C ＞０
4．3　（Ⅱ）型典型方程组的标准解法

方程组形式如下：
aｓｉｎx＋bｃｏｓx＋cy＝e
bｓｉｎx－aｃｏｓx＋dy＝f

x满足下面的典型三角方程：
（ad－bc）ｓｉｎx＋（ac＋bd）ｃｏｓx＝de－cf

y满足下面的二次方程：
By２ －２（ce＋df）y＋C－A＝０

有实数解的必要条件是：（cf－de）２≤AB，A≠０，
B≠０。
4．4　（Ⅲ）型典型方程组的标准解法

方程组形式如下：
（a－y）ｓｉｎx ＋bｃｏｓx＋yｓｉｎβ＝e
bｓｉｎx－（a－y）ｃｏｓx－yｃｏｓβ＝f

x满足下面的典型三角方程：
　（ f＋aｃｏｓβ＋bｓｉｎβ）ｓｉｎx＋（e－aｓｉｎβ＋bｃｏｓβ）ｃｏｓx
＝b＋eｃｏｓβ＋fｓｉｎβ

y满足下面的一次方程：
２（a－eｓｉｎβ＋fｃｏｓβ）y－A＋C＝０

有实数解的必要条件是：a≠eｓｉｎβ－fｃｏｓβ。
4．5　（Ⅳ）型典型方程组的标准解法

方程组形式如下：
aｓｉｎx＋yｃｏｓx＝e
yｓｉｎx－aｃｏｓx＝f

x满足下面的典型三角方程：
eｓｉｎx－fｃｏｓx＝a

y满足下面的二次方程：
y２ ＋a２ －C＝０

有实数解的必要条件是：C≥a２ 。
4．6　通解定理
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将上面的分析推导过程总结成下面的定理。
通解定理：对于任意给定的二维圆弧型轨道设

计问题，每种求解组合都可以写成 ５ 种标准形式方
程组之一。 根据设计条件给出的具体数据，即可判
断方程组是否有实数解。 如果方程组有实数解，则
解可以用解析计算公式来给出。

5　理论验证
五段制 Ｓ形“直 －增－稳 －降－稳”剖面是最

常用的二维剖面，其求解公式是已知的，我们用以验
证本文通解公式的正确性。

假设求解参数为中间稳斜井段的段长 ΔL３ 和

井斜角α２，这时 m ＝１，n ＝１，α０ ＝０，约束方程组的
具体形式如下：

　
R２ －R４ ΔL３

ΔL３ R４ －R２

ｓｉｎα２

ｃｏｓα２

＝
Zt

St
－

－R２ ΔL１

ΔL１ R２

ｓｉｎα０

ｃｏｓα０

－
R４ ΔL５

ΔL５ －R４

ｓｉｎα４

ｃｏｓα４

即：
R０ ｓｉｎα２ ＋ΔL３ｃｏｓα２ ＝H０

ΔL３ｓｉｎα２ －R０ｃｏｓα２ ＝A０ －R０

（１３）

式中：
R０ ＝R２ －R４ ＝１／K２ ＋１／K４

H０ ＝Zt －ΔL１ －R４ ｓｉｎα４ －ΔL５ｃｏｓα４

A０ ＝St －R４ ＋R４ｃｏｓα４ －ΔL５ ｓｉｎα４。
方程组（１３）为（Ⅳ）型典型方程组，当 H０

２ ＋A０
２

≥２A０R０ 时有实数解：

ΔL３ ＝ H０
２ ＋A０

２ －２A０R０

ｔａｎ α２

２ ＝
H０ ± H０

２ ＋A０
２ －２A０R０

２R０ －A０

对照文献［１］第 １６５ 页的结果，上述计算公式
与文献［１］给出的计算公式完全相同。

6　结论
（１）对于任意给定的二维圆弧型轨道设计问

题，每种求解组合都可以写成线性方程组或者 ４ 种
典型方程组之一。 如果方程组有解，则解可以用解
析计算公式来给出。

（２）对 ４ 种典型方程组，给出了详细的解析解
公式。

（３）本文的通解方法特别适合于井眼轨道设计
软件的开发，在常规定向井、水平井的二维剖面设计
工作中有广泛的用途。
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