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摘　要：使用无量纲化方法对设计方程组进行了改写，新的无量纲化设计方程组有利于充分利用三角函数公式求
解析解，所得到的解析解计算公式具有简洁的数学形式。 将设计方程组求解问题分成两类，对于已知最大井斜角
的第Ⅰ类问题，使用线性代数解方程组的克莱默法则直接就可以得出解析解。 最大井斜角为未知数的第Ⅱ类问
题，使用三角函数公式进行化简，得到形式简单、统一的解析解公式，避免了使用半角公式所带来的解析解计算公
式的复杂性。 所使用无量纲化方法具有一定的普适性，可以用于解决其他类型的二维剖面设计问题。
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井眼轨道设计是钻井设计中最基础的一项工

作，如果地质和工艺条件允许，井眼轨道应尽可能地
设计成二维的，以减少施工难度，提高钻进速度。 目
前，尽管水平井、分支井、特殊工艺井等钻井技术逐
渐成熟，但是由于地质情况比较简单，在大庆、辽河、
冀东、长庆等油田，大多数钻井设计仍然是以二维定
向井为主。

在二维剖面设计中，“直－增－稳”剖面是最简
单的和钻井设计优先考虑的剖面类型，理论上的研
究成果也最丰富，与剖面设计有关的计算问题都已
基本解决［１］ 。 本文从以下 ３ 个方面对“直 －增 －
稳”剖面设计问题进行更进一步的研究：（１）已有计
算方法比较复杂，本文使用无量纲化方法对原设计
方程组进行改造，得到便于充分利用三角函数公式

进行化简的一个新方程组；（２）已有方法对于以最
大井斜角为未知数的方程采用半角公式进行化简，
得到二次代数方程再求解析解，公式比较复杂［１，２］ ，
本文方法所得到的解析解公式更加简洁；（３）韩志
勇［１］教授给出了 ６种不同未知数组合情况中的 ３种
情况的解析解公式，本文补充给出了其余 ３ 种情况
下的解析解公式。
研究中发现，本文所使用的无量纲化结合平方

和方法不仅适用于“直 －增 －稳”剖面设计问题解
析解的研究，对于其他二维圆弧型剖面设计问题也
同样适用，限于文章篇幅，这部分成果另文发表。

1　数学模型
约定：具有长度量纲的参数其单位为 ｍ；角度参
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数的单位为 ｒａｄ（弧度）；井眼曲率参数的单位为
ｒａｄ／ｍ。
二维 “直 －增 －稳”剖面满足下面的方程

组
［３，４］ ：

ΔL１ ｓｉｎα０ ＋R２ （ｃｏｓα０ －ｃｏｓα２） ＋ΔL３ｓｉｎα２ ＝ΔA （１）
ΔL１ｃｏｓα０ ＋R２ （ｓｉｎα２ －ｓｉｎα０） ＋ΔL３ｃｏｓα２ ＝ΔZ （２）
式中：ΔL１———造斜点；ΔL３———稳斜段长；R２———圆
弧井段半径；α０———初始井斜角；α２———最大井斜
角；ΔA、ΔZ———分别为靶点的位移和垂深。
式（１） ～（２）组成一个二元方程组，待定设计参

数包括：ΔL１ 、ΔL３ 、R２ 、α２。 由于方程的个数只有 ２
个，未知数只能也是 ２个，其余 ２ 个设计参数必须是
已知的。 未知数的组合共有 ６种情况：

（１）已知造斜点和造斜率，求稳斜段长和最大
井斜角；

（２）已知造斜点和稳斜段长，求造斜率和最大
井斜角；

（３）已知造斜率和稳斜段长，求造斜点和最大
井斜角；

（４）已知造斜点和最大井斜角，求造斜率和稳
斜段长；

（５）已知造斜率和最大井斜角，求造斜点和稳
斜段长；

（６）已知稳斜段长和最大井斜角，求造斜点和
造斜率。
韩志勇教授给出了（１）、（４）、（５）三种情况的解

析解［１］ ，对其余 ３种情况未加讨论。
如果直接求方程组的解析解，所得到的计算公

式比较复杂。 本文使用无量纲化方法求解析解，得
到数学形式非常简洁的计算公式。 韩志勇教授使用
无量纲化方法对悬链线剖面设计问题的求解进行了

研究
［５］ ，极大地简化了悬链线剖面设计的计算过

程；本文使用无量纲化方法求解“直－增－稳”剖面
设计问题的解析解，是受韩志勇教授无量纲化方法
的启发。
令：

ΔL ＝ （ΔA）２ ＋（ΔZ）２， β＝ａｒｃｔａｎ（ΔA／ΔZ）
则有：

ΔA ＝ΔLｓｉｎβ， ΔZ ＝ΔLｃｏｓβ
再定义无量纲化设计参数：

Δl１ ＝
ΔL１

ΔL ， Δl３ ＝
ΔL３

ΔL ， r２ ＝
R２

ΔL， k２ ＝K２ΔL

式中：Δl１———无量纲化造斜点；Δl３———无量纲化稳
斜段长；r２———无量纲化圆弧半径；k２———无量纲化

井眼曲率；K２———圆弧井段的井眼曲率。
显然，k２ r２ ＝１。
式（１） ～（２）改写成下面的无量纲化的形式：

Δl１ｓｉｎα０ ＋r２（ｃｏｓα０ －ｃｏｓα２） ＋Δl３ ｓｉｎα２ ＝ｓｉｎβ （３）
Δl１ｃｏｓα０ ＋r２（ｓｉｎα２ －ｓｉｎα０） ＋Δl３ｃｏｓα２ ＝ｃｏｓβ（４）
本文的目的就是求出全部 ６种未知数组合情况

下的方程组（３） ～（４）的解析解。

2　第Ⅰ类问题的解析解
如果最大井斜角α２ 是已知设计参数，则方程组

（３） ～（４）关于未知数（Δl１ 、Δl３ 和 r２ 中的任意 ２
个）是线性的，称这样的设计方程组求解问题为第
Ⅰ类问题。 令：

η＝（α２ ＋α０）／２， λ＝（α２ －α０）／２
由于：

ｃｏｓα０ －ｃｏｓα２ ＝２ｓｉｎηｓｉｎλ
ｓｉｎα２ －ｓｉｎα０ ＝２ｃｏｓηｓｉｎλ

如果记：
u ＝２r２ ｓｉｎλ （５）

则式（３） ～（４）可以进一步改写成下面的形式：
Δl１ ｓｉｎα０ ＋uｓｉｎη＋Δl３ｓｉｎα２ ＝ｓｉｎβ （６）
Δl１ｃｏｓα０ ＋uｃｏｓη＋Δl３ｃｏｓα２ ＝ｃｏｓβ （７）

显然，方程组（６） ～（７）是线性代数方程组，可
以使用克莱默法则［６］直接写出其解析解。
2．1　求造斜率和稳斜段长

已知参数为 Δl１ 和 α２，未知数为 r２ 和Δl３ 。 使
用克莱默法则从线性方程组（６） ～（７）求得：

Δl３ ＝Δl１ －〔ｓｉｎ（η－β）／ｓｉｎλ〕
u ＝〔ｓｉｎ（α２ －β） －Δl１ ｓｉｎ（α２ －α０）〕／ｓｉｎλ（８）
再将式（５）代入式（８），解得：

r２ ＝
ｓｉｎ（α２ －β） －Δl１ｓｉｎ（α２ －α０）

１ －ｃｏｓ（α２ －α０）
2．2　求造斜点和造斜率

已知参数为 Δl３ 和 α２，未知数为 Δl１ 和 r２ 。 使
用克莱默法则从线性方程组（６） ～（７）求得：

Δl１ ＝Δl３ ＋ｓｉｎ（η－β）／ｓｉｎλ
r２ ＝

ｓｉｎ（β－α０） －Δl３ｓｉｎ（α２ －α０）
１ －ｃｏｓ（α２ －α０）

2．3　求造斜点和稳斜段长
已知参数为 r２ 和 α２，未知数为 Δl１ 和Δl３ 。 使

用克莱默法则从线性方程组（６） ～（７）求得：

Δl１ ＝
ｓｉｎ（α２ －β） －r２〔１ －ｃｏｓ（α２ －α０）〕

ｓｉｎ（α２ －α０）

Δl３ ＝
ｓｉｎ（β－α０） －r２〔１ －ｃｏｓ（α２ －α０）〕

ｓｉｎ（α２ －α０）
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3　第Ⅱ类问题的解析解
如果最大井斜角α２ 是未知设计参数，则方程组

（３）、（４）是三角函数方程组，称这样的设计方程组
求解问题为第Ⅱ类问题。

为书写简洁，记：

b ＝ （Δl３ ）２ ＋（r２ ）２ （９）

d＝〔Δl１ －ｃｏｓ（β－α０）〕
２ ＋〔r２ －ｓｉｎ（β－α０）〕

２ （１０）
将式（３） ～（４）改写成下面的形式：
Δl３ｓｉｎα２ －r２ｃｏｓα２ ＝ｓｉｎβ－r２ｃｏｓα０ －Δl１ ｓｉｎα０

Δl３ｃｏｓα２ ＋r２ ｓｉｎα２ ＝ｃｏｓβ＋r２ ｓｉｎα０ －Δl１ｃｏｓα０

上面两式等号两端分别平方之后再相加，整理
之后得：

b ＝d （１１）
式（１１）是包含Δl１、Δl３ 和 r２ 的一个等式（与最

大井斜角α２ 无关），给定其中的两个参数就可以求
出另外一个参数。 记：

γ＝ａｒｃｓｉｎ｛〔r２ －ｓｉｎ（β－α０）〕／d｝ （１２）
θ＝ａｒｃｓｉｎ（r２ ／d） （１３）

则有：
Δl１ ＝ｃｏｓ（β－α０） －bｃｏｓγ

Δl３ ＝dｃｏｓθ
r２ ＝

〔Δl１ －ｃｏｓ（β－α０）〕
２ －（Δl３ ） ２ ＋ｓｉｎ２ （β－α０）

２ｓｉｎ（β－α０）
实际上，也可以先求出未知数 α２，再使用第Ⅰ

类问题的求解方法求另一个未知数。
下面仅讨论未知数α２ 的解析解求解方法。

3．1　求稳斜段长和最大井斜角
已知参数为Δl１ 和 r２ ，未知数为 Δl３ 和 α２。 将

式（３） ～（４）改写成下面的形式：
Δl３ ｓｉｎα２ ＝ｓｉｎβ－Δl１ｓｉｎα０ －r２（ｃｏｓα０ －ｃｏｓα２）
Δl３ｃｏｓα２ ＝ｃｏｓβ－Δl１ｃｏｓα０ －r２ （ｓｉｎα２ －ｓｉｎα０）
上面两式等号两端分别相除消去 Δl３ ，整理之

后得：
ｓｉｎ（α２ －α０ ＋γ） ＝ｓｉｎθ

解得：
α２ ＝α０ －γ＋θ

3．2　求造斜点和最大井斜角
已知参数为 r２ 和Δl３ ，未知数为 Δl１ 和 α２。 将

式（３） ～（４）改写成下面的形式：
Δl１ ｓｉｎα０ ＝ｓｉｎβ－r２ （ｃｏｓα０ －ｃｏｓα２） －Δl３ｓｉｎα２

Δl１ｃｏｓα０ ＝ｃｏｓβ－r２ （ｓｉｎα２ －ｓｉｎα０） －Δl３ｃｏｓα２

上面两式等号两端分别相除消去 Δl１ ，整理之
后得：

ｓｉｎ（α２ －α０ －θ） ＝－ｓｉｎγ （１４）
式中γ和 θ由式（１２）和式（１３）来计算（计算式

中的 d用 b来代替）。 从式（１４）解得：
α２ ＝α０ －γ＋θ

3．3　求造斜率和最大井斜角
已知参数为 Δl１ 和 Δl３ ，未知数为 r２ 和α２。 将

式（３） ～（４）改写成下面的形式：
r２（ｃｏｓα０ －ｃｏｓα２） ＝ｓｉｎβ－Δl１ ｓｉｎα０ －Δl３ ｓｉｎα２

r２ （ｓｉｎα２ －ｓｉｎα０） ＝ｃｏｓβ－Δl１ｃｏｓα０ －Δl３ｃｏｓα２

上面两式等号两端分别相除消去 r２ ，整理之后
得：

α２ ＝２ａｒｃｔａｎ （Δl３ －Δl１）ｓｉｎα０ ＋ｓｉｎβ＋ｓｉｎ（β－α０）
（Δl３ －Δl１）（１ ＋ｃｏｓα０） ＋ｃｏｓβ＋ｃｏｓ（β－α０）

从前面的公式推演过程可以看出，由于定义了
角β，使得靶点参数 ΔA 和 ΔZ 不直接出现在公式
中，并且可以充分利用三角函数的各种公式进行解
析解的推导，极大地简化了相应公式的表现形式。
特征角β满足下面的不等式关系式：

０≤α０ ＜β＜α２≤π／２

4　结论
（１）使用无量纲化方法对“直－增－稳”剖面设

计方程组进行了转换，并对 ６ 种未知数组合情况求
出了方程组的解析解，所得到的解析解计算公式具
有简单的数学形式。

（２）本文所使用的数学方法可以推广应用于其
他如 Ｓ型二维剖面设计问题的解析求解过程中，具
有一定的普适性。

（３）本文所得到的解析解计算公式可以用于钻
井设计软件开发中，对于提高软件计算性能具有一
定的指导意义。
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