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摘　要：在计算宾汉钻井液在钻具中的层流压降时，需要求解一个非线性方程，以往通常使用近似公式进行计算。
对于求解这个非线性方程，提出了一个数值迭代算法，并对该算法的收敛性进行了证明，给出了最大迭代步数的上
限值。 理论分析和大量实际算例表明：本文算法具有非常稳定的收敛性和非常快的收敛速度，并且能够给出压降
的精确计算值。
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在钻井水力参数计算和优化设计等问题中，钻
具内及环空中的压降计算是基本的计算。 除了与钻
具、环空的几何参数有关之外，钻井液的流变性质是
影响压降的主要因素。 不同类型的钻井液其流变性
质是不同的，目前常用的描述钻井液流变性质的模
型主要有 ５种：牛顿模型、宾汉模型、幂律模型、赫－
巴模型和卡森模型。 关于不同流变模型下的压降计
算目前已有很多研究成果［１］ 。 本文对宾汉模型下
的钻具内层流压降计算进行了详细的研究。 在宾汉
模型下，层流压降满足一个 ４次代数方程；在一定的
条件下可以得到压降的一个近似公式［２］ 。 本文的
研究表明，这个近似公式的计算误差随着钻具长度
而增大。 尽管可以使用代数方程求解理论求出压降
的精确计算公式［３］ ，但是在计算机编程计算时很麻
烦，并且该方法很特殊，仅适用于宾汉模型。 本文提
出了求解压降方程的一个数值迭代方法，对其收敛
性给出了严格的数学证明；并与以往使用的近似计

算公式进行了对比分析。

1　非牛顿流体圆管轴向层流压降
假设所研究的非牛顿流体的本构方程可一般地

表示为：
γ＝f（τ）

式中：γ———剪切速率，ｓ －１ ；τ———剪切应力，ＭＰａ；
f（）———一般的连续函数。

从动量守恒定律，得：
τ＝〔Δp／（２L）〕r （１）

式中：Δp———压降，ＭＰａ；L———圆管长度，ｍ；r———离
开圆管轴心的距离，ｍ。
在一定压力梯度下，剪切应力τ与 r成正比；在

管壁处切应力有最大值：
τｗ ＝〔Δp／（２L）〕R （２）

式中：R———圆管半径，ｍ；τｗ———最大剪切应力值，
ＭＰａ。
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文献［１］给出了下面的计算公式：

ｕ（ r） ＝R
τｗ ∫

τｗ

τ
f（τ）ｄτ （３）

Q ＝πR
３

τｗ
３ ∫

τｗ

０
f（τ）τ２ｄτ （４）

V＝Q／（πR２ ） （５）
式中：ｕ（ r）———流体的速度分布函数，ｍｓ －１；Q———
流量，ｍ３ｓ －１；V———平均流速，ｍｓ －１。
从式（２）得到压降的计算公式：

Δp ＝２Lτｗ ／R （６）
式（６）即是非牛顿流体圆管轴向层流压降的一

般计算公式；参数τｗ 需要从方程（４）解出。

2　宾汉流体圆管轴向层流压降
宾汉流体的本构方程为

［１］ ：

γ＝f（τ） ＝
（τ－τ０）／ηｓ，　τ＞τ０

０，　τ≤τ０

式中：τ０———屈服值，ＭＰａ；ηｓ———塑性粘度，ｍＰａ·
ｓ。
将上式代入式（４），得：

Q ＝
πR３τｗ
４ηｓ

（１ －
４τ０

３τｗ
＋

τ０
４

３τｗ
４ ）

当τ０ ＝０即本构方程退化成牛顿模式时，得：
τｗ ＝４Qηｓ ／（πR３ ）

代入式（６）得到牛顿模式的压降公式：
Δp ＝８LQηｓ ／（πR４ ）

当τ０ ＞０时，记：
ξ＝τ０ ／τｗ，　F（ξ） ＝１ －（４／３）ξ＋（１／３）ξ４

则有：
Q ＝〔πR２τ０ ／（４ηｓξ）〕F（ξ） （７）

再记：
a ＝４Qηｓ ／（４πR３τ０） ＝４Vηｓ ／（Rτ０）

则得到ξ的方程如下：
aξ＝F（ξ） （８）

方程（８）称为压降计算的特征方程，简称特征
方程。
从特征方程中求出满足 ０ ＜ξ＜１ 的正实数解

ξ，再按下式计算压降：
Δp ＝２Lτ０ ／（Rξ） （９）

3　特征方程的数值求解
特征方程是关于未知数ξ的 ４次代数方程，可以

使用 ４次代数方程的求根公式求出其解析解［３］ ，但是
计算过程很麻烦。 这里给出一个数值求解的方法。

在 ０≤ξ≤１ 区间上，函数 F（ξ）是单调下降函
数，参见图 １。 并且容易验证：F（０） ＝１，F（１） ＝０。
特征方程的解ξ可以看成是曲线 y ＝F（ξ）与直线 y
＝a ξ的交点的横坐标值。

图 １　函数 F（ξ）的图像

记：b ＝１／（３a ＋４），则 b ＜１／４。 构造下面的迭
代算法：

ξ０ ＝０

ξk ＝b（３ ＋ξ４k －１），　k ＝１，２，∧
（１０）

首先可以证明迭代序列｛ξk｝是有界的：
３b≤ξk ＜４b，当 k ＞０

其次，对于任意给定的正整数 m ＞０，有：
　ξk ＋m －ξk ＝b（ξ４k －１ ＋m －ξ４

k －１）
＝b（ξ２

k －１ ＋m ＋ξ２k －１）（ξk －１ ＋m ＋ξk －１）（ξk －１ ＋m －ξk －１）
＜４b（ξk －１ ＋m －ξk －１） ＜∧＜（４b） k（ξm －ξ０）
＜（４b） k ＋１

因 ４b ＜１，根据序列收敛的 Ｃａｕｃｈｙ 收敛准
则

［４］ ，可知迭代序列｛ξk｝是收敛的。
假设迭代序列｛ξk｝收敛到ξ倡，易知：

｜ξk －ξ倡 ｜＜（４b） k

令收敛允许误差为 ε，则最大迭代步数为：
１ ＋ｌｏｇ２ ε／（２ ＋ｌｏｇ２b）

4　压降的近似计算公式
由于 ０ ＜ξ＜１，可知ξ４ 很小。 在特征方程中忽

略ξ４ 项，得到：
a ξ≈１ －（４／３）ξ

求得：
１／ξ≈a ＋４／３

代入式（９），得到压降的近似计算公式：
Δp≈８VLηｓ ／R２ ＋８Lτ０ ／（３R） （１１）

假设特征方程的精确解为ξ倡，对应计算出的压
降为Δp；近似公式（１１）计算出的压降为Δp′，则有：

Δp －Δp′＝２Lτ０ ／（３R）· ξ倡３
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可见，虽然ξ倡３很小，但是当管长 L很大时，Lξ倡３

不是小量。 所以，近似压降公式在管长较长时会产
生较大的计算误差。

相对误差为：
δ＝（Δp －Δp′）／Δp ＝（１／３）ξ倡４

从图 １可以看出，当直线系数 a 增大时，解ξ倡

随之减小。 而 a 与流量 Q 成正比，所以，当流量减
小时，相对误差 δ也随之增大。

5　雷诺数
广义雷诺数的定义

［１］ ：
Rｅ ＝２ρRV／μＮ

式中：μＮ———视牛顿粘度，满足下式：
Δp ＝２Lτ０ ／（R ξ） ＝８μＮLV／R２

所以：
μＮ ＝Rτ０ ／（４Vξ） （１２）

式（１２）是宾汉流体圆管轴向层流雷诺数的精
确计算公式。 如果在特征方程中忽略ξ４ 项，得到雷
诺数的近似计算公式：

μＮ′＝
Rτ０

４V （a ＋４
３ ） ＝ηｓ ＋

Rτ０

３V （１３）

易知：
μＮ′／μＮ ＝１ ＋（１／３）ξ４

可见，使用近似公式计算的雷诺数要小于其真
实值。

6　数值分析及算例
图 ２给出了特征方程的解ξ与方程中的参数 a

之间的变化曲线，从图中可以看出，解ξ与参数 a之
间的变化曲线类似于第一象限中的双曲线。

图 ２　特征方程的解 ξ与参数 a的关系曲线

图 ３给出了参数 a很小时的数值解与近似解的
变化曲线，可以发现：当参数 a 很小时，近似解与精
确解之间有显著的差异。
算例：钻具长度 L ＝２５２５ ｍ，内径 R ＝５４畅３ ｍｍ，

图 ３　特征方程的精确解和近似解与参数 a的关系曲线

流量 Q ＝２８畅２ Ｌ／ｓ，宾汉模型参数：τ０ ＝４畅１５ Ｐａ，ηｓ
＝０畅０２８ Ｐａ· ｓ。
使用本文方法得到的压降为 １畅０９５６ ＭＰａ，使用

近似公式（１１）得到的压降为 １畅１０１１ ＭＰａ，相对误差
为 ５畅１‰。 迭代过程中解随迭代步变化的情况见图
４。 只需要 １０步左右迭代就得到特征方程稳定数值
解。

图 ４　特征方程的解随迭代步的变化曲线

7　结论
（１）宾汉钻井液在钻具中的层流压降满足一个

非线性方程，需要使用数值方法进行求解。 本文提
出了一个迭代算法，并对其收敛性给出了严格的数
学证明；得到了最大迭代步数的上限值。

（２）理论分析和实际算例表明，本文方法具有
非常稳定的收敛性能和非常快的收敛速度。

（３）使用数值迭代方法计算压降比近似计算公
式更精确。 在计算机软件编程中宜用数值方法代替
以往使用的近似计算公式。
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