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井眼轨道的软着陆设计模型的改进解法
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摘　要：井眼轨道的软着陆设计模型的求解可以归结为一个七元非线性方程组的求解问题。 前人给出了数值迭代
求解算法，然而并没有证明该迭代算法的收敛性，并且该算法是否收敛严重依赖于用户给出的迭代初始值。 通过
一系列的消元、化简的数学技巧，将七元非线性方程组化简为一元多项式方程，并在此基础上给出了软着陆设计模
型的一个新算法。 理论分析和实际算例表明，新算法的主要计算工作量是求多项式方程的非负实数根，其他未知
数与实数根是简单的函数关系，计算量很小。 新算法克服了迭代算法的初值依赖性以及迭代过程可能发散等缺
陷，并且在设计模型有多个解的情况下，可以同时求出这些解。
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刘修善等［１］将井眼轨道进入水平井靶体的过

程类比于飞机降落着陆过程，提出了井眼轨道的软
着陆设计模型，其宗旨是对入靶方向进行限制。 在
水平井设计中，入靶方向需与靶体轴线方向相一致
（简单的长方体靶的情况下）。 在进行修正轨道设
计时，为了给后续的施工创造有利条件，如果其靶点
不是最终目标点，而是原设计轨道上的某个中间点，
也必须限定合理的入靶方向。 文献［１］使用“圆弧
段－直线段 －圆弧段”实现了上述软着陆模型，并
提出了一种迭代算法进行设计模型的数值求解。 然
而，文献［１］并没有讨论该迭代算法的收敛性，算法
是否收敛、收敛速度怎样、收敛约束条件是什么等问
题都没有解决。

本文使用“消元 －化简 －多项式方程求根”的
方法给出了软着陆设计模型求解的一个全新算法。

约定：除非特别指明，文中具有长度量纲的变量

的物理单位均为 ｍ，角度变量的物理单位均为 ｒａｄ。

1　数学模型
沿用文献［１］中的数学符号。 井眼轨道有圆弧

段 AB、直线段 BC、圆弧段 CT构成（见图 １）。

图 １　软着陆轨道的数学模型
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过始点 A和末点 T分别作圆弧的切线，交稳斜
段的延长线与 D 点和 E 点。 若线段 AD、DE 和 ET
的长度分别用 u１ 、uＷ、u２来表示，则井眼轨道设计问
题满足下面的几个方程：
u１ ｓｉｎαＡｃｏｓφＡ ＋uＷｓｉｎαＷｃｏｓφＷ ＋u２ｓｉｎαＴｃｏｓφＴ ＝ΔXＡ，Ｔ

（１）
u１ ｓｉｎαＡ ｓｉｎφＡ ＋uＷｓｉｎαＷ ｓｉｎφＷ ＋u２ ｓｉｎαＴ ｓｉｎφＴ ＝ΔYＡ，Ｔ

（２）
u１ｃｏｓαＡ ＋uＷｃｏｓαＷ ＋u２ｃｏｓαＴ ＝ΔZＡ，Ｔ （３）

式中：αＡ、φＡ———分别为始点 A的井斜角和方位角；
αＷ、φＷ———分别为稳斜段的井斜角和方位角；αＴ、
φＴ———分别为末点 T 的井斜角和方位角；ΔXＡ，Ｔ、
ΔYＡ，Ｔ、ΔZＡ，Ｔ———分别为始末点间的北坐标增量、东
坐标增量和垂深增量。

另外，两个圆弧段所对应的圆心角 θ１ 和 θ２分别

满足：
ｃｏｓθ１ ＝ｃｏｓαＡｃｏｓαＷ ＋ｓｉｎαＡ ｓｉｎαＷｃｏｓ（φＡ －φＷ）

（４）
ｃｏｓθ２ ＝ｃｏｓαＴ ｃｏｓαＷ ＋ｓｉｎαＴ ｓｉｎαＷｃｏｓ（φＴ －φＷ）

（５）
u１ ＝R１ ｔａｎ（θ１ ／２） （６）
u２ ＝R２ ｔａｎ（θ２ ／２） （７）

式中：R１ 、R２———分别为第一个圆弧段和第二个圆弧
段的曲率半径。

在方程组（１） ～（７）中，未知数为 u１ 、uＷ、u２ 、
αＷ、φＷ、θ１ 和 θ２，共７个，与方程个数相等，故方程组
为定解问题。

2　刘修善算法
令：
X０ ＝ΔXＡ，Ｔ －u１ ｓｉｎαＡｃｏｓφＡ －u２ ｓｉｎαＴｃｏｓφＴ （８）
Y０ ＝ΔYＡ，Ｔ －u１ ｓｉｎαＡ ｓｉｎφＡ －u２ ｓｉｎαＴ ｓｉｎφＴ （９）

Z０ ＝ΔZＡ，Ｔ －u１ｃｏｓαＡ －u２ｃｏｓαＴ （１０）
文献［１］给出了下面的迭代算法（简称刘修善算
法）：

uＷ ＝ X０
２ ＋Y０

２ ＋Z０
２ （１１）

ｔａｎαＷ ＝ X０
２ ＋Y０

２ ／Z０
２ （１２）

ｔａｎφＷ ＝Y０ ／Z０ （１３）
然而，迭代法的收敛是有限定条件的，并且与迭

代初始值有很大关系
［２］ 。 刘修善算法是否收敛没

有理论上的保证，而且如何选择迭代初始值也没有
具体的说明。

3　消元
解多元方程组的一般策略是消元和化简，将未

知数的个数降到最少，将复杂的方程化简到已知可
解的方程［３］ 。 本文遵循这一策略对方程组（１） ～
（７）进行求解。 记：

l１ ＝ｓｉｎαＡｃｏｓφＡ （１４）
m１ ＝ｓｉｎαＡｓｉｎφＡ （１５）
n１ ＝ｃｏｓαＡ （１６）

l２ ＝ｓｉｎαＴ ｃｏｓφＴ （１７）
m２ ＝ｓｉｎαＴ ｓｉｎφＴ （１８）
n２ ＝ｃｏｓαＴ （１９）

lＷ ＝ｓｉｎαＷｃｏｓφＷ （２０）
mＷ ＝ｓｉｎαＷｓｉｎφＷ （２１）

nＷ ＝ｃｏｓαＷ （２２）
则式（１） ～（５）可以改写成下面的形式：

l１u１ ＋lＷuＷ ＋l２u２ ＝ΔXＡ，Ｔ （２３）
m１u１ ＋mＷuＷ ＋m２u２ ＝ΔYＡ，Ｔ （２４）
n１u１ ＋nＷuＷ ＋n２u２ ＝ΔZＡ，Ｔ （２５）
ｃｏｓθ１ ＝l１ lＷ ＋m１mＷ ＋n１nＷ （２６）
ｃｏｓθ２ ＝l２ lＷ ＋m２mＷ ＋n２nＷ （２７）

将式（２３） ～（２５）代入式（２６），化简得：
uＷｃｏｓθ１ ＝P１ －u１ －u２ｃｏｓθ１２ （２８）

式中：
P１ ＝l１ΔXＡ，Ｔ ＋m１ΔYＡ，Ｔ ＋n１ΔZＡ，Ｔ （２９）

ｃｏｓθ１２ ＝l１ l１ ＋m１m２ ＋n１n２ （３０）
类似地可以得到：

uＷｃｏｓθ２ ＝P２ －u１ｃｏｓθ１２ －u２ （３１）
式中：

P２ ＝l２ΔXＡ，Ｔ ＋m２ΔYＡ，Ｔ ＋n２ΔZＡ，Ｔ （３２）
将式（２３） ～（２５）中等式左端不含下标 ｗ 的项

移到等式右端，然后再平方相加，化简得：
uＷ

２ ＝D２ ＋u２
２ ＋２P１u１ －２P２u２ ＋２u１u２ｃｏｓθ１２

（３３）
式中：

D＝ （ΔXＡ，Ｔ）
２ ＋（ΔYＡ，Ｔ）

２ ＋（ΔZＡ，Ｔ）
２ （３４）

再令：
uＷ ＝u１ ＋u２ ＋u （３５）

式中：u———稳斜段 BC的段长。
将式（３５）代入式（３３），化简后得：

２（P１ ＋u）u１ ＋２（P２ ＋u）u２ ＋２au１u２ ＝D２ －u２

（３６）
式中：a＝１ －ｃｏｓθ１２

从式（３６）得到：
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u１ ＝
D２ －u２ －２（P２ ＋u）u２

２（P１ ＋u＋au２ ）
（３７）

u２ ＝
D２ －u２ －２（P１ ＋u）u１

２（P２ ＋u＋au１ ）
（３８）

利用三角函数关系式 ｃｏｓθ１ ＝
１ －ｔａｎ２ （θ１ ／２）
１ ＋ｔａｎ２ （θ１ ／２）

，

从式（６）和（２８）化简得：
（P１ ＋au２ ＋u）u１

２ ＝R１
２（２u１ ＋bu１ ＋u－P１ ）

（３９）
式中：b＝１ ＋ｃｏｓθ１２

类似地可以得到：
（P２ ＋au１ ＋u）u２

２ ＝R２
２（２u２ ＋bu１ ＋u－P２ ）

（４０）
这样，我们得到了由式（３６）和式（３９） ～（４０）组

成的只包含 ３ 个未知数 u１ 、u２ 和 u 的多项式方程
组。

4　化简
从式（３７）和式（３９）化简得：

A１１ （u）u１ ＋A１２ （u）u２ ＝B１ （u） （４１）
式中：
A１１ （u） ＝a（D２ －u２ ） ＋２（P１ ＋u）（P２ ＋u） －４aR１

２

（４２）
A１２ （u） ＝２〔（P２ ＋u）２ －abR１

２ 〕 （４３）
B１ （u） ＝（D２ －u２ ）（P２ ＋u） ＋２aR１

２ （u－P１ ）
（４４）

从式（３８）和式（４０）化简得：
A２１ （u）u１ ＋A２２ （u）u２ ＝B２ （u） （４５）

式中：
A２１ （u） ＝２〔（P１ ＋u）２ －abR２

２ 〕 （４６）
A２２ （u） ＝a（D２ －u２ ） ＋２（P１ ＋u）（P２ ＋u） －４aR２

２

（４７）
B２ （u） ＝（D２ －u２ ）（P１ ＋u） ＋２aR２

２ （u－P２ ）

（４８）
显然，式（４１）和式（４５）构成一个以 u１ 和 u２ 为

未知数的二元线性代数方程组，方程组的系数为未
知数 u的多项式函数。 使用克莱默法则［４］

求得该

线性代数方程组的形式解如下：

u１ ＝
E１ （u）
E（u） （４９）

u２ ＝
E２ （u）
E（u） （５０）

式中：

E（u） ＝A１１ （u）A２２（u） －A１２（u）A２１ （u） （５１）
E１ （u） ＝A２２ （u）B１ （u） －A１２ （u）B２（u） （５２）
E２ （u） ＝A１１ （u）B２ （u） －A２１ （u）B１（u） （５３）
再将解（４９） ～（５０）代入式（３６），整理后得：

F（u） ＝０ （５４）
式中：
F（u） ＝２（M１ ＋u）E１ （u）E（u） ＋２（M２ ＋u）E２（u）

E（u） ＋２aE１ （u）E２ （u） －（D２ －u２ ）E（u）２

（５５）
显然，F（u）是一个以 u为未知数的多项式方程。

5　新算法
根据以上的理论准备，给出方程组（１） ～（７）的

一个新算法。
（１）使用实根分离算法［５］求出多项式方程（５５）

的全部非负实数根，记为 νｉ，i＝１，Λ，N，其中 N为非
负实数根个数。

（２）对 i＝１，Λ，N，执行下面的步骤（３） ～（１０）。
（３）令 u ＝νｉ，从式（４２） ～（４４）和式（４６） ～

（４８）计算 A１１ （u）、A１２ （u）、A２１ （u）、A２２ （u）、B１ （u）、
B２ （u）。

（４）从式（５１） ～（５３）计算 E（u）、E１ （ u）、E２

（u）。
（５）如果｜E（u）｜≤ε１ （ε１ 是给定的非常小的常

数），则令 i＝i＋１，转（３）。
（６）从式（４９） ～（５０）计算 u１ 、u２ 。 如果 u１≤０

或者 u２≤０，则令 i ＝i＋１，转（３）。
（７）从式（３５）计算 uＷ。
（８）从式（２８）计算 θ１，从式（３１）计算 θ２。
（９）从式（２３） ～（２５）计算 lＷ、mＷ、nＷ。
（１０）从式（２０） ～（２２）计算αＷ、φＷ。
从新算法的计算过程来看，主要计算工作量集

中在求多项式方程（５５）的实数根上，其余计算步骤
仅仅是简单的公式计算。 新算法从根本上解决了常
规迭代算法固有的初值依赖性、迭代可能发散等缺
陷；另外，如果井眼轨道设计问题有多个解的话，新
算法还能同时求出这些解，这个特点是其他算法不
具备的。
在进行数值计算时，为了避免数字反复相乘使

多项式系数过大、从而增大计算误差，令：
x＝u／D
p１ ＝P１ ／D
p２ ＝P２ ／D

e（x） ＝E（u）／D４
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e１（x） ＝E１（u）／D５

e２（x） ＝E２（u）／D５

f（x） ＝２（p１ ＋x）e１ （x）e（x） ＋２（p２ ＋x）e２ （x）
e（x） ＋２ae１ （x）e２ （x） －（１ －x２ ）e（x）２

显然，方程 f（x） ＝０等价于方程 F（u） ＝０，故在
新算法中使用方程 f（x） ＝０来代替方程（５５）。

6　算例
在某多目标井设计中，要求上靶点的井斜角αＡ

＝７５°、方位角φＡ ＝３１０°，下靶点的井斜角αＢ ＝９１°、
方位角φＢ ＝３４０°。 如果这两个靶点间的垂深增量
ΔZＡ，Ｔ ＝３０ ｍ、南北坐标增量ΔXＡ，Ｔ ＝１８０ ｍ、东西坐
标增量ΔYＡ，Ｔ ＝－１００ ｍ，试设计该靶段的井眼轨道。
根据本文新算法，首先可以算出：

f（x） ＝x１０ ＋２．０７９x９ －２．９１２x８ －８．３１７x７ ＋０．３３４x６

＋９．７０９x５ ＋３．０８５x４ －４．１１６x３ －１．９１８x２ ＋
０．５１０x＋０．２７４

该多项式在［０，１］区间有 ３个非负实数根：
x１ ＝０．４６３，x２ ＝０．７５８，x３ ＝０．９２６

经过新算法第（６）步判断之后，只有 x１ 是满足限定
条件的根。 最终求得：u１ ＝３８．８６，u２ ＝１８．７４，uＷ ＝
１５４．０５，θ１ ＝２５．４８°，θ２ ＝９．９７°，αＷ ＝８２．４４°，φＷ ＝
３３４．８８°。

求出上述解之后，再根据圆弧轨道计算方法计
算轨道其他参数

［６ ～８］ 。

7　结论
（１）井眼轨道的软着陆设计模型归结为求解一

个 ７元非线性方程组，通过消元和化简，将 ７ 元非线
性方程组的求解问题归结为等价的 １元多项式方程
的求解问题，并在此基础上，给出了软着陆设计模型
的一个新算法。 新算法克服了常规迭代算法对初值
的依赖性和无法证明迭代过程收敛等固有缺陷。

（２）实例计算表明，新算法具有非常快的计算
速度，并且能够正确判断软着陆设计模型是否有解。

参考文献：
［１］　刘修善，何树山．井眼轨道的软着陆设计模型及其应用［ Ｊ］．天

然气工业，２００２，２２（２）：４３ －４５．
［２］　李庆扬，莫孜中，祁力群．非线性方程组的数值解法［Ｍ］．北

京：科学出版社，１９８７．
［３］　吴文俊．吴文俊论数学机械化［Ｍ］．济南：山东教育出版社，

１９９６．
［４］　编写组．数学手册 ［Ｍ］．北京：人民教育出版社，１９７９．１０３ －

１１１．
［５］　陆征一，何碧，罗勇．多项式系统的实根分离算法及其应用

［Ｍ］．北京：科学出版社，２００４．
［６］　鲁港，王刚，孙忠国，等．定向井钻井中空间圆弧轨道计算的两

个问题［ Ｊ］．石油地质与工程，２００６，２０（６）：５３ －５５．
［７］　鲁港，李晓光，单俊峰，等．平均井眼曲率的计算［ Ｊ］．钻采工

艺，２００７，３０（４）：１４９ －１５０，１６０．
［８］　张积锁，鲁港．圆弧井段井斜变化率和方位变化率的计算［ Ｊ］．

石油地质与工程，２００７，２１（４）：６８ －７０．

关于举办深部地质钻探技术培训交流会的通知
　　为了进一步提高地质调查高新技术使用效率和水平，应
用推广自主研发的设备仪器，使先进的钻探设备技术、仪器、
器具、工艺方法更为广泛应用，并配合科学超深井钻探技术
方案预研究，依据中国地质调查局 ２０１０年培训计划要求，拟
于２０１０年７月４ ～９日在安徽省黄山市举办深部地质钻探技
术培训交流会。 会议有关事项如下：

一、培训内容及专家
王达教授：深孔岩心钻探的技术难点与对策
张伟教授级高工：汶川地震科学钻探技术有关情况介绍
张金昌教授级高工：２０００米全液压岩心钻探技术装备集

成示范

朱恒银教授级高工：深部矿体勘探钻探技术方法研究
苏长寿教授级高工：液动潜孔锤钻进技术
王年友教授级高工：绳索取心钻探及事故处理技术
朱永宜教授级高工：复杂地层取心技术
陶士先教授级高工：深部钻探钻井液设计
李子章教授级高工：金刚石钻头与扩孔器
谢文卫教授级高工：地质钻探成果梳理
二、参加人员

有关地勘单位负责钻探业务的技术负责人，从事勘探、
钻探工作的专业技术人员。

三、会议组织
培训交流会由中国地质调查局科技外事部主办；中国地

质科学院勘探技术研究所、中国地质学会探矿工程专业委员
会承办；安徽省地质学会、安徽省地质矿产勘查局 ３３２ 地质
大队协办。

四、培训时间、地点
时间：２０１０年 ７ 月 ４ 日报到，７ 月 ５ ～９ 日培训，７ 月 １０

日返程。
地点：安徽黄山屯溪区黄山东路 １７２号山水速 ８酒店。
五、联系方式
１、地调局：张学君　电话：０１０ －５８５８４６８８
２、中国地质科学院勘探技术研究所：
　地址：河北省廊坊市金光道 ７７号，邮编：０６５０００
　联系人：冉恒谦，０３１６ －２０９６５０１、２０９６５０６（传真）

１３８０３２２１６４８、邮箱：ｒａｎｈｑ６６６＠ｈｅｉｎｆｏ．ｎｅｔ
刘芳霞，０３１６ －２０９６５３２、２０９６５０６（传真）
１３８３３６９５７８３、邮箱：ｌｆｘ＠ｃｎｉｅｔ．ｃｏｍ
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